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CHAPITRE 6 

RESOLUTION ANALYTIQUE D UN PROBLEME DE STATIQUE 



I - PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA STATIQUE (PFS) : 
I - 1 Enonce : 

Un systeme materiel est en equilibre dans un repere si et seulement si le torseur somme de toutes les 
actions exterieures appliquees a ce systeme est egal au torseur nul. 



Ce qui nous donne 3 equations dans le plan, c'est a dire 2 equations de forces, et une equation de 
moment. 

On appliquera toujours le torseur au point le plus judicieusement choisi tel que le maximum de 
supports de forces inconnues passe par ce point. 

1-2 Systeme en equilibre soumis uniquement a 2 forces : 

Si un systeme materiel est en equilibre sous Taction uniquement de deux forces non nulles ay ant des 
points d'application differents, alors les deux forces sont directement opposees (meme intensite, 
meme direction, sens opposes) et meme droite support. 

La droite support des deux forces est celle joignant leurs deux points d'application. 
Exemple : 

ABRI DE RER : Soit un cable note 1 dont on neglige le poids Pi, 

B 



x(ext/systeme) = {0} 




Cherchons les actions qui s'exercent sur 1 : 

- action de 2 sur 1 en A 

- action de 3 sur 1 en B 

- poids de 1 neglige 




1 n'est done soumis qu'a 2 forces 
qui prennent done la direction AB. 
Ces 2 forces sont directement opposees. 



1-3 Systeme en equilibre soumis uniquement a 3 forces : 
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Si un systeme materiel est en equilibre sous Taction uniquement de trois forces non nulles et ay ant 
des points d'application differents, alors les trois forces sont coplanaires (dans un meme plan) et 
sont: 

- concourantes en un point, 



ou paralleles, 



ou ont meme droite support. 



/ 



t 



II - CONDITIONS D'EQUILIBRE 



II - 1 Sur un seul solide : 



* Un solide est en equilibre isostatique si tout mouvement du solide est impossible et si le nombre 
d'inconnues de liaison appliquees a ce solide est egal au nombre d'equations. 
Dans le plan, cela donne 3 equations et 3 inconnues. 



Exemples : 



A 



B 



7 

encastrement en A : 3 inconnues 
pas de liaison en B : 0 inconnues 
D'ou 3 inconnues et 3 equations 
Pas de mouvement possible 
Systeme isostatique 



A 



B 



appui simple en A : 1 inconnue 
articulation en B : 2 inconnues 
d'ou 3 inconnues et 3 equations 
pas de mouvement possible 
systeme isostatique 



* S'il reste meme une seule possibility de mouvement ou (et) si le nombre d'inconnues est inferieur 
au nombre d'equations, alors l'equilibre est dit "hypostatique". On l'appelle aussi mecanisme. En 
fait, il n'y a pas equilibre et le systeme peut bouger. 



Exemples : A 



B 



A 



B 



C 
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Appui simple en A : 1 inconnue 
Appui simple en B : 1 inconnue 
2 inconnues et 3 equations 
mouvement possible horizontal 
systeme hypostatique 



appui simple en A : 1 inconnue 
appui simple en B : 1 inconnue 
appui simple en C : 1 inconnue 
3 inconnues et 3 equations 
mais mouvement possible horizontal 
systeme hypostatique 



* S'il n'y a aucune possibility de mouvement et que le nombre d'inconnues est strictement 
superieur au nombre d'equations, l'equilibre est dit "hyperstatique". 

Le degre d'hyperstaticite est la difference entre le nombre d'inconnues et le nombre d'equations. 
Exemples : 



7~ 



2 appuis simples et 1 articulations 
4 inconnues et 3 equations 
pas de mouvement possible 
systeme hyperstatique 
de degre 1 



1 encastrement 

1 appui simple 

4 inconnues et 3 equations 

pas de mouvement possible 

systeme hyperstatique 

de degre 1 



2 encastrements 
6 inconnues 

3 equations 

pas de mouvement possible 
systeme hyperstatique 
de degre 3 



II - 2 Sur un ensemble de solides : 

On appliquera les memes regies que pour un seul solide, mais on tiendra compte en plus des liaisons 
entre tous les solides. 

S'il y a n solides dans le systeme materiel, puisqu'il existe 3 equations d'equilibre par solide, on 
obtient 3 n equations au total. 

On calcule ensuite le nombre d'inconnues de liaisons qui existent entre deux solides du systeme 

materiel et on compte : 

- 1 inconnue pour un appui simple, 

- 2 inconnues pour une articulation entre deux solides, 

- 3 inconnues pour un encastrement entre deux solides. 

Si la liaison est entre m solides, on compte alors (m-1) liaisons. 
exemple : 

Pour une articulation entre 3 solides, il y a 2 liaisons a 2 inconnues, ce qui donne 4 inconnues. 
Pour un encastrement entre 3 solides, il y a 2 liaisons a 3 inconnues, ce qui donne 6 inconnues. 

Le degre d'hyperstaticite est la difference entre le nombre d'inconnues et le nombre d'equations. On 
pourra utiliser la formule suivante a condition d'expliquer les differentes valeurs : 
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d = ( 1 . Li + 2 . L 2 + 3 . L 3 ) - 3 n 



Avec : 

1 est le nombre d'inconnue pour un appui simple. Li est le nombre d'appuis simples. 

2 est le nombre d'inconnues pour une articulation. L2 est le nombre d' articulations. 

3 est le nombre d'inconnues pour un encastrement. L3 est le nombre d'encastrements. 
n est le nombre de solides. 



d = 0 Le systeme est isostatique si pas de mouvement possible entre solides. 
d > 0 Le systeme est hyperstatique si pas de mouvement possible entre solides. 
d < 0 Le systeme est hypostatique. 



Exemples : Calculez le degre d'hyperstaticite de chaque structure. 



d = (1x1+2x1+3x1) - 3x2 = 0 
systeme isostatique 




d = (1x0+2x3+3x0) - 3x2 = 0 
systeme isostatique 



2l 




d = (1x1+4x2+3x1) - 3x4 = 0 
systeme isostatique 



d = (1x1+2x6+3x3) - 3x5 = 1 
systeme hyperstatique 
de degre 1 



37^ K °" 



d = (1x3+2x3+3x0) - 3x3 = 0 
systeme isostatique 




d = (1x1+2x10+3x0) - 3x7 = 0 
systeme isostatique 




d = (1x1+2x4+3x0) - 3x3 =0 
systeme isostatique 



d = (1x0+2x2+3x1) - 3x2= 1 
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mais lorsqu'il y a un encastrement, on peut considerer que les 2 solides 
encastres l'un dans l'autre ne font qu'un. 

Ainsi, d = (1x0+2x2+3x0) - 3x1 = 1 
Z\ On obtient bien le meme degre d'hyperstaticite 1. 



Ill - METHODES DE RESOLUTION : 
III - 1 Isolement d'un seul systeme : 
III - 1 - 1 systemes isostatiques : 

Apres avoir calcule le degre d'hyperstaticite avec la methode du II, et apres avoir constate que le 
systeme est isostatique, on utilise la marche a suivre suivante : 

1 - Ecrivez : "J'isole le systeme en precisant les numeros des solides compris dans le systeme, 
afin d'identifier le systeme choisi. Dessinez ensuite le systeme seul. Placez dessus un repere et le 
sens positif des moments. On peut schematiser le systeme, mais ce n'est pas une obligation. 

2 - Faites le bilan de toutes les actions mecaniques exterieures au syteme, en les dessinant sur le 
schema sans en oublier. Les actions mecaniques doivent etre placees exactement la ou elles s'exercent. 
C'est pour cela que certains cas de schematisation sont dangereux. 

3 - Appliquez le principe fondamental de la statique (PFS). On obtient done 3 equations a 3 
inconnues. Le systeme d'equations ne sera pas difficile a resoudre si vous avez judicieusement choisi 
le point ou vous appliquez le torseur. 

4 - Resolvez ces 3 equations. Calculez les inconnues. 

5 - On effectue un recapitulatif en redessinant le solide et en placant dessus les forces et les moments 
dans le bon sens et en indiquant leur intensite a cote. 



Ill - 1 - 2 systemes hyperstatiques : 

En premiere et terminale genie civil, on ne resoudra jamais des systemes hyperstatiques car ils sont 
trop compliques. Par contre, au baccalaureat, le systeme donne peut etre hyperstatique de degre 1 
mais dans ce cas, l'enonce fournit la valeur d'une des inconnues Xa ou Ya en un point A precise. 
On applique alors la meme methode resolution qu'au III - 1 - 1. 



Ill - 2 Isolement de plusieurs systemes : 
III - 2 - 1 systemes isostatiques - principe : 

Apres avoir calcule le degre d'hyperstaticite avec la methode du II, et apres avoir constate que le 
systeme est isostatique, on utilise la marche a suivre suivante : 
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Si l'ordre d'isolement des systemes n'est pas indique dans l'enonce, on choisit le systeme materiel 
qui nous permet de commencer la resolution, c'est a dire : 

celui qui ne comprend que 3 inconnues exterieures 

ou celui qui n'est soumis qu'a 2 forces : 
Cela peut etre soit l'ensemble de tous les solides, soit un seul des solides. 

On choisit ensuite les systemes materiels appropries pour calculer les actions de liaison demandees. 
Si l'ordre d'isolement des systemes est indique dans l'enonce, on prend le premier isolement de 
systeme indique. 

Dans les deux cas, on applique alors la methode de resolution du III - 1 - 1. 

Puis quand on passe a l'isolement de systeme suivant qui fait appel a une action opposee a celle 
trouvee lors du premier isolement de systeme, on y ajoute le nceud et on applique pour cette action, 
le principe des actions mutuelles donne au chapitre 5, puis sur le nouveau systeme isole, la methode 
de resolution du III - 1 - 1. 



Exemple : 
A 1 

0 



B 



C 



systeme 1 + 2 
systeme 1 : 
systeme 2 : 



1+3 = 4 inconnues 
1 + 2 = 3 inconnues 
2 + 3 = 5 inconnues 



On commence done par 1 pour calculer les actions en A et B puisque 1 n'est soumis qu'a 3 
inconnues de liaison : Yao/1, Xb2/i et Yb2/i. 

Ensuite on isole 2 + B qui est soumis aux 5 inconnues de liaison Xbi/2, Ybi/2, Xco/2, Yco/2et Nco/2. 
Mais Taction en B a ete calculee, c'est a dire que les valeurs de Xb2/i et Yb2/i sont connues, on 
applique alors le principe des actions mutuelles a cette action, c'est a dire que XBi/2et Ybi/2 sont dans 
le sens oppose mais ont la meme valeur que Xb2/i et Yb2/i. Cela va nous permettre alors de calculer les 
3 inconnues de Taction en C. 



Ill - 2 - 2 arcs a 3 articulations : 

Les arcs a 3 articulations sont des cas particuliers car on ne peut pas resoudre comme au III - 2 - 1. En 
effet, chaque solide est soumis a 4 inconnues. II faut done effectuer 2 isolements de systemes et 
obtenir 6 equations pour pouvoir resoudre et calculer les 6 inconnues. 



solide 1 : 4 inconnues 

solide 2 : 4 inconnues 

solides 1 + 2 : 4 inconnues 

A I \ C systeme isostatique 

z§ 9\ car d = (1x0+2x3+3x0) - 3x2 = 0 

La marche a suivre est la suivante : 



Exemple : 
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1°) Isolez le systeme 1 + 2 en appliquant le PFS en C et ecrivez les 3 equations a 4 inconnues Xa, Ya, 
Xo Y c . 

2°) Isolez ensuite le solide 1 seul en appliquant le PFS en B et ecrivez les 3 equations a 4 
inconnues Xa, Ya, Xb2/i, Yb2/i. 

3°) Resolvez les 6 equations a 6 inconnues, calculez les 6 inconnues et effectuez le recapitulatif de 
chaque solide. 

Ill - 2 - 3 noeuds a plusieurs solides : 

Quand il existe un nceud qui constitue une liaison entre 3 solides, on repere le solide soumis au plus 
d'inconnues. 

On isole alors les deux autres solides chacun separement, « avant le nceud », c'est a dire en tenant 
compte uniquement de la liaison et non de ce qu'il y a apres la liaison. 

Attention : On nomme les actions, actions du nceud (et non d'un autre solide) sur le solide car il y a 
trop de solides sur le nceud. 

Par exemple, 

1 des 2 solides peut etre soumis a 3 inconnues de liaison. II suffit alors de resoudre et de calculer ces 3 
inconnues. 

Ou 1 des 2 solides peut etre soumis a 4 inconnues de liaison et uniquement a 2 forces (cas des solides 
biarticules comme un cable), ce qui permet de connaitre la direction des inconnues de liaison mais 
pas de calculer leurs intensites. Mais cela reduit le nombre d'inconnues. 

Ensuite on isole le solide 3, celui qui est soumis au plus d'inconnues de liaison, avec le noeud. Mais 
on applique le principe des actions mutuelles pour les actions de 1 sur le noeud et de 2 sur le noeud 
qui sont done entierement ou partiellement connues. Cela reduit le nombre d'inconnues et permet de 
determiner les autres inconnues de liaison. 



Exemple : Le poids de 2 est neglige. 

solide 1 : 3 inconnues 

on peut resoudre et commencer 

par 1 pour calculer Ya, Xb/i,Yb/i. 



C 




solide 2 : 4 inconnues 

mais solide soumis uniquement 

a 2 forces C4/2 et Bb/2 qui prennent 

la direction de 2, done CB. 

On ne peut pas resoudre. 



Solide 3 seul : 4 inconnues Xd4/3, Yd4/3, XB/3et YB/3et 3 equations. On ne peut pas resoudre. 

Solide 3 avec le noeud B : Au lieu de tenir compte de l'articulation en B et done des inconnues Xb/3 et 
Yb/3 , on tient compte des actions de 1 sur B et de 2 sur B, c'est a dire : 
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* Xi/b et Yi/b dont on connait les intensites en utilisant le principe des actions mutuelles sur Xb/i et 
Yb/i obtenues lors de la resolution apres isolement du solide 1, 

-► 

* et B2/B, dont on connait Tangle qui est celui de 2, mais pas l'intensite. II n'y a done qu'une seule 
inconnue pour cette force. 



.Amsi sur le solide 3 en B, au lieu d' avoir 2 inconnues, il n'y en a plus qu'une qui est l'intensite de 

B2/B, ce qui ne donne plus que 3 inconnues au total sur le solide 3 + le nceud B. On peut alors 

resoudre. 

Cas particulier : 

Dans certains exercices, dans le cas d'un nceud a 3 solides, un des solides est enleve et remplace par 
son action sur le nceud. 

On retiendra qu'une articulation ne peut transmettre qu'une force et jamais un moment, que s'il 
existe un moment sur une articulation, celui-ci est en fait applique a l'extremite d'un des deux 
solides. Le solide sur lequel le moment est applique a de l'importance puisqu'on n'obtient pas les 
memes resultats si on l'applique a un solide plutot qu'a l'autre. 

Si une force est appliquee sur une articulation, ou si une force et un moment sont appliques sur un 
encastrement, on applique toujours le meme principe d'isolement des systemes. Le premier 
isolement se fait sur un des solides sans le nceud, done sans la force, et avec les inconnues de la 
liaison. Ensuite on isole le second solide avec le nceud, on applique le principe des actions mutuelles 
et on tient compte aussi de la force. 

De toutes facons, la force ou la force et le moment situe(s) sur le nceud ne doivent etre pris en compte 
qu'une seule fois, sur un seul des deux solides, n'importe lequel. 



VI - METHODE DE CALCUL DE CHARGES : 

Pour calculer les actions exterieures, on utilisera les methodes suivantes : 

1°) La resultante d'une charge lineique uniformement repartie p d'unite le kN/m se trouve au 
milieu de la longueur L sur laquelle elle s' applique et vaut p.L. 

p (kN/m) p.L 

I I I I I I Equivaut a I 

V L L" V L L" 
< >■< — ► < ► 

2°) Cas des charges lineiques inclinees uniformement reparties p en kN/m : 

p' 









P 
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* k ec L a L L/2 L/2 

A ► A ► A ► 

avec P = p .L/ cosa = p'.L 

3°) Cas des moments ou couples : 

Lorsqu'il y a un moment qui s'exerce sur un solide, il n'intervient que dans l'equation des moments. 
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